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2Dentro del campo de investigacio´n de las teor´ıas f(R) de gravedad modificada, abordamos el estudio
de las soluciones de agujero negro de tipo Kerr-Newman. Centra´ndonos en las soluciones de curvatura
escalar constante no nula, estudiamos la me´trica que satisface las ecuaciones de campo modificadas. De
esta manera determinamos que la existencia de agujeros negros con estructura de horizontes bien definida
viene dada por el signo de un para´metro dependiente de la masa, la carga, el esp´ın y la curvatura escalar
en ausencia de constante cosmolo´gica Λ. Se encuentra que para una curvatura escalar negativa, el caso
de agujero negro extremal se dara´ para un momento angular amax < M (y no amax = M , como es el
caso en Relatividad General), y que para curvatura escalar positiva se tienen dos tipos de agujeros negros
extremales: el usual, que en este caso se dara´ para amax > M , y el extremal marginal, donde el agujero
negro carece de horizonte exterior (pero no interior) si no rota con un a > amin. Analizamos finalmente
la termodina´mica del agujero negro, as´ı como su estabilidad local y global. Para terminar ilustramos
co´mo se presentan estas propiedades en algunos modelos f(R) dependiendo de los distintos valores de sus
para´metros.
In the context of f(R) modified gravity theories, we study the Kerr-Newman black-hole solutions. We
study the non zero constant scalar curvature solutions and discuss the metric tensor that satisfies the
modified field equations. We determine that the black holes existence is given by the sign of a parameter
dependent of the mass, the charge, the spin and the scalar curvature in absence of a cosmological constant
Λ. We obtain that for negative values of the curvature, the extremal black hole is no longer given by
a spin parameter amax = M (as is the case in general relativity), but by an amax < M , and that for
positive values of the curvature there are two kinds of extremal black holes: the usual one, that occurs for
an amax > M , and the extreme marginal one, where the exterior (but not interior) black hole’s horizon
vanishes provided that a < amin. Thermodynamics for this kind of black holes is then studied, as well as
their local and global stability. Finally we see for different f(R) models how these properties manifest for
different values of their parameters.
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3I. INTRODUCCIO´N
La Relatividad General (RG) ha sido la teor´ıa gravita-
toria ma´s exitosa del u´ltimo siglo, ampliamente aceptada
como una teor´ıa que describe las propiedades geome´tricas
macrosco´picas del espacio-tiempo. Para una geometr´ıa
homoge´nea e iso´tropa, la RG da lugar a las ecuaciones
de Friedmann con las cuales se puede describir de forma
adecuada la evolucio´n cosmolo´gica con e´pocas dominadas
por radiacio´n y materia sucesivamente. Sin embargo, el
desarrollo de la cosmolog´ıa observacional en las u´ltimas
de´cadas, con experimentos de precisio´n cada vez mayor,
como WMAP, PLANCK o SDSS, ha revelado que el Uni-
verso se encuentra en una etapa de expansio´n acelerada
[1]. Se tiene pues la urgente necesidad de explicar este
feno´meno, pues la RG con fuentes de materia usual no es
capaz de ello. Por otro lado, la RG no puede dar cuenta
de la etapa cosmolo´gica conocida como inflacio´n [2], que
se cree ocurrio´ antes de la e´poca dominada por radia-
cio´n, y que resolver´ıa ciertos problemas de la cosmolog´ıa
esta´ndar, como el problema del horizonte o el problema
de la planitud. Por u´ltimo, la RG con materia usual ba-
rio´nica tampoco es capaz de explicar las curvas de rota-
cio´n de galaxias observadas, cuya aclaracio´n requiere de
la introduccio´n de la materia oscura [3].
Las posibles explicaciones a la expansio´n acelerada del
Universo son mu´ltiples. Una de ellas invoca la existen-
cia de un tipo de fluido co´smico, la energ´ıa oscura (DE),
cuya ecuacio´n de estado p = ωDEρ (donde, p y ρ son
la presio´n y la densidad de energ´ıa del fluido) exigir´ıa
que ωDE < −1/3 para proporcionar una expansio´n cos-
molo´gica acelerada. La constante cosmolo´gica Λ es el mo-
delo ma´s sencillo de energ´ıa oscura, lo que correspon-
der´ıa al caso ωDE = −1. Sin embargo, si asumimos que
la constante cosmolo´gica representa la energ´ıa cua´ntica
del vac´ıo, su escala energe´tica resulta ser muchos o´rdenes
de magnitud mayor que la densidad de energ´ıa oscura
observada [4]. A esto se an˜ade el problema de que esta
constante cosmolo´gica no puede dar cuenta de un perio-
do inflacionario, tenie´ndose para ello que introducir en
el modelo (llamado modelo ΛCDM) un campo escalar φ
que evolucione lentamente, conocido como inflato´n.
Otro tipo de explicaciones de la mencionada acelera-
cio´n cosmolo´gica vienen dadas por teor´ıas que modifican
la RG an˜adiendo al Lagrangiano gravitacional potencias
del escalar de curvatura R, los tensores de Riemann y
Ricci, o derivados de los tres anteriores; ejemplos son
las teor´ıas tipo Lovelock, libres de fantasmas y donde
las ecuaciones de campo contienen como mucho segun-
das derivadas de la me´trica; los modelos inspirados en
la teor´ıa de cuerdas que incluyen un te´rmino de Gauss-
Bonnet en el Lagrangiano; teor´ıas escalar-tensor como la
de Brans-Dicke, en la cual la interaccio´n gravitatoria vie-
ne mediada por un campo escalar as´ı como por el campo
tensorial de la RG; o las conocidas como teor´ıas f(R), de
las que nos ocuparemos en esta investigacio´n. En [5] se
encuentran recopiladas algunas de estas teor´ıas y se pro-
ponen diversos modelos capaces de reproducir la historia
cosmolo´gica en su totalidad, desde inflacio´n hasta la era
de expansio´n acelerada actual.
En este trabajo nos restringiremos a teor´ıas f(R) en
el formalismo me´trico (que considera la conexio´n depen-
diente de la me´trica, por lo que los campos presentes en la
parte gravitatoria de la accio´n provienen u´nicamente del
tensor me´trico) en el frame de Jordan. En este frame, el
Lagrangiano gravitatorio viene dado por R+ f(R), don-
de f(R) es una funcio´n arbitraria de R y las ecuaciones
de Einstein suelen ser de cuarto orden para la me´trica.
Otra forma de realizar el estudio ser´ıa dentro del fra-
me de Einstein, donde se tiene la gravedad ordinaria de
Einstein acoplada a un escalar ma´s un campo masivo de
esp´ın 2. Si bien puede establecerse una equivalencia ma-
tema´tica entre estos dos frames, durante los u´ltimos an˜os
se ha mantenido una cierta controversia respecto de su
equivalencia f´ısica.
En [6], se estudian diversas aplicaciones de estas teor´ıas
en gravitacio´n y cosmolog´ıa, as´ı como diversas formas
de distinguirlas observacional y experimentalmente de la
RG. En [7] se proponen varias funciones f(R) compati-
bles con tests locales de gravedad y otras cotas cosmolo´gi-
cas.
El estudio de teor´ıas gravitatorias alternativas a la RG
requiere poder confirmar o descartar su validez mediante
la obtencio´n de soluciones que puedan describir correc-
tamente, por ejemplo, la evolucio´n cosmolo´gica, el cre-
cimiento de las perturbaciones cosmolo´gicas, y, a nivel
astrof´ısico, la existencia de objetos predichos por la RG
tales como los agujeros negros (AN). Es un hecho conoci-
do que en el caso de las teor´ıas f(R), escogiendo funciones
adecuadas puede imitarse cualquier evolucio´n cosmolo´gi-
ca, y en particular, la descrita por el modelo ΛCDM.
E´ste es el conocido como problema de la degeneracio´n
que presentan varias teor´ıas de gravedad modificada; a
partir de las observaciones a grandes escalas (supernovas
de tipo Ia, oscilaciones acu´sticas de bariones, o el fondo
co´smico de microondas), las cuales dependen u´nicamente
de la historia evolutiva del Universo, no se puede discer-
nir con seguridad la naturaleza y origen de la energ´ıa
oscura ya que los mismos resultados pueden ser explica-
dos por diversas teor´ıas. No obstante, uno de nosotros [8]
demostro´ que las teor´ıas f(R), aun imitando la expan-
sio´n cosmolo´gica esta´ndar, ofrecen resultados diferentes
al modelo ΛCDM si se estudian sus perturbaciones cos-
molo´gicas escalares, las cuales presentan un espectro de
potencias de materia que ser´ıa distinguible del predicho
por ΛCDM.
Resulta indispensable por tanto el estudio de las pro-
piedades de los AN en este tipo de teor´ıas, pues algunas
de las caracter´ısticas conocidas de los AN podr´ıan ser
exclusivas de la gravitacio´n de Einstein, o bien podr´ıan
ser propiedades intr´ınsecas de cualquier teor´ıa de gravi-
tacio´n covariante. Por otro lado, los resultados obtenidos
podr´ıan llevarnos a desechar modelos en desacuerdo con
resultados f´ısicos esperados. Con este fin, el estudio de
la termodina´mica de los AN se perfila de gran intere´s
pues las regiones de existencia estable (local y global)
dependen de los valores de los para´metros del modelo
considerado.
Las propiedades de los AN han sido ampliamente es-
tudiadas en otras teor´ıas modificadas de la gravedad.
Por ejemplo, [9, 10] estudiaron AN en la teor´ıa de Eins-
tein con un te´rmino de Gauss-Bonnet y una constante
cosmolo´gica. Terminos de interaccio´n Gauss-Bonnet y/o
Riemann cuadra´tico se estudian en [11], llegando a la
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una curvatura negativa del horizonte. Los AN en teor´ıas
de gravitacio´n Lovelock se estudiaron en [12], donde se
evaluo´ la correspondiente entrop´ıa.
Estudios previos sobre AN en las teor´ıas f(R) probaron
que la solucio´n de Schwarzschild es la u´nica esfe´ricamen-
te sime´trica para una accio´n de la forma R+ aR2 dentro
del frame de Einstein. En [13] se proponen, de nuevo en
el frame de Einstein, teoremas de unicidad para solucio-
nes esfe´ricamente sime´tricas y con un nu´mero arbitrario
de dimensiones (ver [14] para resultados adicionales). Ver
tambie´n [15] para soluciones esfe´ricas con fuentes. Se han
estudiado [16] AN de tipo Anti de Sitter (AdS) en mo-
delos f(R) usando el me´todo de la accio´n euclidiana (ver
por ejemplo [17, 18]) para as´ı poder determinar diferentes
magnitudes termodina´micas. En [19] la entrop´ıa de AN
de tipo Schwarzschild-de Sitter (SdS) se calcula en vac´ıo
para ciertos modelos cosmolo´gicos viables, y se discute su
estabilidad cosmolo´gica. En [20] se demostro´ que la u´nica
solucio´n –hasta segundo orden en perturbaciones– esta´ti-
ca y esfe´ricamente sime´trica de AN masivo para un nu´me-
ro arbitrario de dimensiones en teor´ıas f(R) era la solu-
cio´n Schwarzschild-(A)dS. En esa misma investigacio´n se
realizo´ un estudio termodina´mico de AN Schwarzschild-
AdS para distintos modelos f(R) y se puso de manifiesto
la relacio´n entre viabilidad cosmolo´gica y termodina´mica
de estos objetos.
Este trabajo esta´ organizado de la siguiente manera:
en la segunda seccio´n se presentan, dentro del formalismo
me´trico, algunos resultados generales de las teor´ıas f(R)
para ciertas situaciones f´ısicas de gran intere´s y las condi-
ciones ampliamente aceptadas de viabilidad cosmolo´gica
y gravitacional de estas teor´ıas. En la tercera, estudiamos
ampliamente la solucio´n de vac´ıo, axisime´trica y estacio-
naria que describe un AN con carga ele´ctrica y momento
angular en estas teor´ıas. La cuarta seccio´n esta´ dedicada
al estudio de las propiedades termodina´micas de dichas
soluciones, mientras la quinta analiza gra´ficamente los re-
sultados obtenidos en la seccio´n tercera para ciertos mo-
delos f(R). Para finalizar, se presentan las conclusiones
derivadas de este trabajo.
II. RESULTADOS GENERALES
Con el fin de estudiar las posibles soluciones de una
teor´ıa f(R) cualquiera, partimos de la accio´n:
S = Sg + Sm , (1)







| g | (R+ f(R)) , (2)
con G ≡ M2p la constante de Newton (donde Mp es la
masa de Planck), g el determinante de la me´trica gµν
(µ, ν = 0, 1, 2, 3), R el escalar de curvatura y f(R) la fun-
cio´n que define la teor´ıa a considerar. La accio´n asociada
a la materia, Sm, permite definir el tensor de energ´ıa-
momento como:
Tµν = − 2√| g | δSmδgµν . (3)
De la variacio´n de la accio´n (1) con respecto al tensor






+(∇µ∇ν − gµν)f ′(R) + 8piGTµν = 0 , (4)
con Rµν el tensor de Ricci,  = ∇β ∇β (donde ∇ es la
derivada covariante) y f ′(R) = ∂f(R)/∂R. Tomando la
traza en esta ecuacio´n se obtiene:
R (1 + f ′(R))− 2 (R+ f(R))− 3 f ′(R) + 8piGT = 0 ,
(5)
donde T = Tµµ. Es interesante observar que, al contrario
que en RG, las soluciones de vac´ıo (T = 0) no implican
necesariamente una curvatura nula R = 0. A partir de
la ecuacio´n (4) puede obtenerse la condicio´n necesaria
para soluciones de curvatura escalar constante R = R0
en vac´ıo
Rµν (1 + f
′(R0))− 1
2
gµν (R0 + f(R0)) = 0 . (6)
y el tensor de Ricci resulta ser proporcional a la me´trica:
Rµν =
R0 + f(R0)
2(1 + f ′(R0))
gµν , (7)
con 1 + f ′(R0) 6= 0. Por otro lado, tomando la traza de
la ecuacio´n anterior se obtiene:
R0 (1 + f
′(R0))− 2 (R0 + f(R0)) = 0 . (8)
Es interesante ver algunos casos concretos de modelos
f(R) que permiten recuperar los resultados de RG. Ha-
ciendo f(R) = 0, es obvio que se han de recuperar las
ecuaciones de campo de Einstein derivadas de la accio´n
de Einstein-Hilbert. En vac´ıo sin fuentes estas ecuaciones
dan lugar a Rµν = 0 y R = 0. En cambio, si an˜adimos
una constante cosmolo´gica Λ tomando f(R) = −2Λ, la
solucio´n de vac´ıo da lugar a Rµν = Λ gµν y a una curva-
tura escalar constante R = 4Λ.
A. Condiciones de viabilidad de modelos f(R)
Las condiciones y restricciones ba´sicas que se imponen
habitualmente [21] a las teor´ıas f(R) para que puedan
proporcionar modelos gravitatorios consistentes son:
1) f ′′(R) ≥ 0 para R f ′′(R). Este es el requerimien-
to de un re´gimen cla´sico y estable para curvaturas gran-
des [22] y el de la existencia de una e´poca dominada por
materia en la evolucio´n cosmolo´gica. A esta condicio´n se
le puede dar una interpretacio´n f´ısica simple: si se define
una constante gravitatoria efectivaGeff ≡ G/(1+f ′(R)),
entonces el signo de su variacio´n con respecto de R,
dGeff/dR, viene determinado u´nicamente por el signo
de f ′′(R), por lo que si f ′′(R) < 0, Geff crecer´ıa segu´n
creciera R, pues R en s´ı genera mayor y mayor curvatura.
Este mecanismo desestabilizar´ıa la teor´ıa, que no tendr´ıa
un estado fundamental, pues cualquier pequen˜a curvatu-
ra crecer´ıa indefinidamente. En cambio, si f ′′(R) ≥ 0, un
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miento de R y estabilizar el sistema.
2) 1 + f ′(R) > 0. Esta condicio´n asegura que la cons-
tante gravitatoria efectiva sea positiva segu´n se puede
ver de la definicio´n anterior de Geff . Tambie´n se puede
interpretar desde el punto de vista cua´ntico como la con-
dicio´n que ha de cumplirse para evitar que el gravito´n se
convierta en un fantasma [23].
3) f ′(R) < 0. Teniendo en cuenta las fuertes restriccio-
nes de la nucleos´ıntesis primordial y del fondo co´smico de
microondas, esta condicio´n asegura que el comportamien-
to previsto por RG se recupera para e´pocas tempranas,
es decir, f(R)/R→ 0 y f ′(R)→ 0 segu´n R→∞. Com-
binando e´sta con las condiciones 1 y 2, se tiene pues que
f ′(R) ha de ser una funcio´n negativa mono´tona creciente
de R con valores en el rango −1 < f ′(R) < 0.
4) f ′(R) debe ser pequen˜a en e´pocas recientes. Esto
es necesario para satisfacer las restricciones impuestas
por los tests locales (solar y gala´ctico) de gravedad. Tal
como se indica en el ana´lisis realizado en [24], el valor de
|f ′(R)| no deber´ıa ser mayor de 10−6 (valor sobre el que
todav´ıa hay gran controversia). Este requerimiento no es
necesario si el u´nico objetivo es conseguir un modelo que
explique la aceleracio´n co´smica.
III. AGUJEROS NEGROS DE KERR-NEWMAN
EN TEORI´AS f(R)
A partir de este momento consideraremos las unidades
G = c = ~ = kB = 1. Dado que vamos a buscar solu-
ciones en vac´ıo de curvatura constante R0 para campos








| g | (R+ f(R)− FµνFµν), (9)
donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, siendo Aµ el potencial
electromagne´tico. Esta accio´n da lugar a las nuevas ecua-
ciones de campo:
Rµν (1 + f
′(R0))− 1
2











= 0 . (10)
Es importante destacar el hecho de que si tomamos la
traza de esta ecuacio´n, se recupera la ecuacio´n (8) deri-
vado del hecho de que Tr (Fµν) = 0, lo que implica que
el u´ltimo te´rmino de la anterior ecuacio´n no contribu-
ye a la traza, por lo que formalmente es equivalente a
(8). La solucio´n de curvatura constante R0, axisime´trica
y estacionaria de estas ecuaciones que describe un AN
con masa, carga ele´ctrica y momento angular fue encon-
trada por Carter y publicada por primera vez en 1973
[25]. En coordenadas de tipo Boyer-Lindquist, la me´tri-
ca, que describe sin problemas (tales como singularidades
coordenadas) el espacio-tiempo exterior al AN e interior
al horizonte cosmolo´gico (cuando e´ste exista, lo que se




































− 2Mr + q
2
(1 + f ′(R0))
,
ρ2 := r2 + a2 cos2 θ ,
∆θ := 1 +
R0
12
a2 cos2 θ ,




donde M denota el para´metro de masa, a el para´metro
de esp´ın, y q el de carga ele´ctrica. No´tese que a diferen-
cia de la solucio´n de la RG, la contribucio´n de la carga
del AN al tensor me´trico esta´ corregida por un factor
(1 + f ′(R0))
−1/2
.
Por otra parte, el potencial vector y el tensor de campo
electromagne´tico de la ecuacio´n (10) para los que esta
me´trica es solucio´n, son, respectivamente:









F = −q (r




















Para aligerar la notacio´n, de ahora en adelante usaremos
Q2 = q2 / (1 + f ′(R0)) para referirnos al para´metro de
carga ele´ctrica del AN.
La naturaleza de estas coordenadas se ve claramente
considerando en la me´trica (11) el l´ımite M → 0, Q→ 0,
R0 → 0 :
ds2 = −dt2 + ρ
2
r2 + a2
dr2 + ρ2dθ2 + (r2 + a2) sin2 θ dφ2 ,
(14)
6es decir, recuperando el espacio-tiempo de Minkowski es-
crito en coordenadas espaciales (r, θ, φ) relacionadas con
las cartesianas de la forma:
x =
√
r2 + a2 sin θ cosφ,
y =
√
r2 + a2 sin θ sinφ,
z = r cos θ, (15)
con r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ pi y 0 ≤ φ ≤ 2pi. Debemos recor-
dar sin embargo, que, cuando M 6= 0, Q 6= 0 y R0 6= 0,
la interpretacio´n simple dada a estas coordenadas no es
apropiada. Si por otro lado u´nicamente hacemos M → 0,
Q → 0, a → 0, se obtiene la me´trica correspondiente a
un espacio-tiempo de curvatura constante que correspon-
dera´ a un espacio-tiempo de tipo de dS o´ AdS en funcio´n
del signo de R0. Tambie´n se ve fa´cilmente que tomando
a → 0, Q → 0, se tiene un AN de tipo Schwarzschild-
(A)dS. Es interesante estudiar las singularidades de este
tipo de AN. Calculando el escalar RµνσρRµνσρ, se ve que
u´nicamente ρ = 0 es una singularidad intr´ınseca, y dada
la definicio´n de ρ en (12), dicha singularidad se dara´ para
r = 0 y θ = pi/2. Teniendo en cuenta que trabajamos con
coordenadas de Boyer-Lindquist, e´ste conjunto de puntos
representa un anillo de radio a centrado en el eje de ro-
tacio´n y situado en el plano ecuatorial del AN, tal como
sucede en el AN de Kerr [26].
Es interesante tambie´n el estudio de la estructura de
horizontes de este AN. De acuerdo con la definicio´n de
“horizonte” (grr = 0), tenemos que e´stos se presentan
















ecuacio´n de cuarto orden que se puede reescribir como:
(r − r−)(r − rint)(r − rext)(r − rcosm) = 0, (17)
donde r− es una solucio´n siempre negativa que carece
de significado f´ısico, rint y rext son respectivamente los
horizontes interior y exterior del AN, y rcosm representa
(en caso de que e´ste se de´, lo que como veremos a conti-
nuacio´n, no siempre sucede) el horizonte de eventos cos-
molo´gico para observadores en o´rbitas r constante entre
rext y rcosm. Este horizonte separa la regio´n que el men-
cionado observador podr´ıa ver de la que no podr´ıa ver
jama´s si esperase el tiempo suficiente. Siguiendo el me´to-
do de L. Ferrari [27] de resolucio´n de ecuaciones cua´rticas,
se tiene que la existencia o no de soluciones reales para
esta ecuacio´n vendra´ dada en funcio´n del valor del factor




























Para R0 negativa se pueden dar tres opciones: i) h > 0:
existen u´nicamente dos soluciones reales, rint y rext, no
existiendo pues un horizonte cosmolo´gico, tal como es el
caso para AN en universos de tipo AdS. ii) h = 0: se tiene
so´lo una ra´ız real degenerada, caso del AN extremal, que
se define como aque´l en el que horizonte interior y exterior
coinciden en un solo horizonte, y que da lugar a una
gravedad superficial κ (que se definira´ en la seccio´n IV)
nula. iii) h < 0: se encuentra que no hay ninguna solucio´n
real a la ecuacio´n (18), no existiendo pues horizontes y
dejando una singularidad desnuda.
Para R0 positiva, aparecen tambie´n distintas configu-
raciones en funcio´n del valor de h: i) h < 0: tanto rint
como rext y rcosm son reales y positivas, tenie´ndose as´ı un
AN con estructura de horizontes bien definida y un uni-
verso con un horizonte cosmolo´gico. ii) h = 0: pueden
suceder dos cosas, bien que las soluciones de rint y rext
sean degeneradas, o bien que lo sean rext y rcosm. El
primer caso representa el AN extremal, anteriormente
descrito. El segundo se puede entender como el l´ımite
cosmolo´gico para el cual un AN puede mantener sin “des-
garrar” su horizonte exterior en un universo de curvatura
constante y positiva, teniendo en cuenta la velocidad de
recesio´n relativa entre dos puntos separados radialmen-
te, inducida por la expansio´n co´smica; este caso se co-
noce como singularidad desnuda marginal. iii) h > 0:
so´lo existe una ra´ız real positiva, pudiendo ser e´sta rint
o´ rcosm. En el primer caso, la masa del AN ha superado el
l´ımite ma´ximo impuesto por la cosmolog´ıa (descrito para
h = 0), y ya no existen ni horizonte exterior, ni horizonte
cosmolo´gico, quedando u´nicamente el horizonte interior
para recubrir la singularidad (caso de la singularidad
desnuda marginal). En el segundo caso, tanto rint co-
mo rext dejan de ser solucio´n, lo que corresponde a una
singularidad desnuda, habiendo, esta vez s´ı, un horizon-
te cosmolo´gico rcosm. Todos estos casos se pueden ilustrar
gra´ficamente viendo los ceros del polinomio cua´rtico ∆r,
tal como muestra la Figura 1.
Es un hecho destacable que a partir de un cierto valor
positivo de R0, R
crit
0 , el factor h se hace cero para dos
valores de a, es decir, aparte del usual amax para el que el
AN se hace extremal, se tiene ahora un amin, por debajo
del cual el AN se vuelve extremal marginal, tal como se
vio antes. Por lo tanto
h (amax, M, |R0| ≥ 0, Q) = 0
⇒ amax ≡ amax (M, |R0| ≥ 0, Q) , (19)
h (amin, M, R0 ≥ R crit0 > 0, Q) = 0
⇒ amin ≡ amin (M, R0 ≥ R crit0 > 0, Q) . (20)
Debido a la excesiva extensio´n de las ecuaciones que des-
criben el comportamiento de amax y amin, preferimos no
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Figura 1: Gra´ficas que muestran las posiciones de los horizontes como soluciones de la ecuacio´n ∆r = 0. A la izquierda, para R0 < 0,
se tienen los casos h > 0 (I, AN con horizontes bien definidos, trazos con puntos), h = 0 (II, AN extremal, linea continua) y h < 0 (III,
singularidad desnuda, trazos). A la derecha, con R0 > 0, se ven los casos h < 0 (I, AN con horizontes bien definidos, trazos con puntos),



























Q  M = 0.75
amax
amin
Figura 2: La zona sombreada delimitada por las curvas superior amax e inferior amin representa los valores de a /M para los que pueden
darse AN en funcio´n de R0M2. Se muestra para Q/M = 0 a la izquierda y para Q/M = 0,75 a la derecha. No´tese que a la hora de
normalizar para´metros hay que tener en cuenta que en las unidades que utilizamos, R0 tiene dimensiones de [longitud]−2.
mostrarlas aqu´ı, pero en la Figura 2 se representan gra´fi-
camente, para ciertos valores del para´metro de carga Q,
los rangos de valores del para´metro de esp´ın a para los
que se dan AN en funcio´n de la curvatura R0, que a su
vez viene determinada por los distintos para´metros que
definen cada modelo f(R), como se ve en (8).
Otra caracter´ıstica notable de los AN de Kerr son las
superficies de l´ımite estacionario (SLE), que se dan cuan-
do gtt = 0. En nuestro caso y en coordenadas de tipo
Boyer-Lindquist, esta condicio´n da lugar a la ecuacio´n















a2 sin2 θ − 12
R0
(a2 +Q2) = 0, (21)
que puede reescribirse ana´logamente a (17). De esta ecua-
cio´n se sigue que cada horizonte lleva “asociado” una de
estas SLE, con las que coincide en θ = 0, pi (se ve que la
anterior ecuacio´n es ide´ntica a (16) en estos puntos). En
la Figura 3 se muestra un esquema de un AN con su es-
tructura completa (es decir, horizontes y SLE asociadas)














Figura 3: A la izquierda, seccio´n de la estructura de un AN de Kerr-Newman con solucio´n de curvatura negativa R0 = −0,4 < 0, con
M = 1, a = 0,85 y Q = 0,35 (h > 0). A la derecha, con solucio´n de curvatura positiva R0 = 0,4 > 0, con M = 1, a = 0,9 y Q = 0,4
(h < 0). Las superficies punteadas representan las SLE; y las superficies no punteadas los horizontes. La flecha indica el eje de rotacio´n de
los AN. En ambos, la regio´n delimitada por la SLE exterior rS ext y su horizonte exterior asociado, rext, se conoce como ergoesfera.
IV. TERMODINA´MICA DE AGUJEROS
NEGROS
A partir de ahora nos centraremos en AN con estruc-
tura de horizontes bien definida para valores de R0 nega-
tivo, es decir, casos para los que h > 0. Esto es debido a
los problemas que surgen en espacio-tiempos con curva-
tura positiva a la hora de normalizar el Killing temporal
ξ ≡ ∂t que se obtiene en este espacio-tiempo, que es el
que nos permite definir cantidades f´ısicas indispensables
para realizar el ana´lisis termodina´mico del AN. El cam-
po Killing de rotaciones ψ ≡ ∂φ esta´ u´nicamente definido
por la condicio´n de que sus o´rbitas deben ser curvas ce-
rradas con un para´metro de longitud 2pi, pero debido a
que en funcio´n del signo de R0 tendremos un universo de
tipo dS (R0 > 0) o AdS (R0 < 0), la normalizacio´n del
campo Killing temporal ξ ≡ ∂t presenta problemas en el
primer caso debido a que no existe un criterio adecuado
para ello, pudiendo an˜adirse distintas constantes multi-
plicativas a ξ arbitrariamente, tal como se describe en
[28]. En el caso AdS se realiza sin problemas de tal for-
ma que su norma tienda a r (−12 /R0)1/2 segu´n r tienda
al infinito.
Con el fin de estudiar las diferentes propiedades termo-
dina´micas de los AN de Kerr-Newman en teor´ıas f(R),
comenzamos buscando la temperatura del horizonte de
sucesos rext ≡ rext(R0, a, Q, M). Para este estudio usa-
remos el me´todo de la accio´n euclidiana [29]. Si en la
me´trica original (11) realizamos el cambio de coordena-
das: t → −iτ , a → ia, obtenemos la seccio´n Euclidiana,
cuya me´trica definida positiva no presenta singularidades
y el tiempo tiene ahora cara´cter de coordenada angular
alrededor del “eje” r = rext. La regularidad de la me´tri-
ca en el horizonte r = rext requiere la identificacio´n de
puntos:
(τ, r, θ, φ) ∼ (τ + i β, r, θ, φ+ i β ΩH), (22)
donde β, que representa el periodo del tiempo imaginario


























y ΩH es la velocidad angular con la que gira el horizonte






Teniendo en cuenta que el horizonte de sucesos es un ho-
rizonte de Killing del vector de Killing χ = ξ+ΩHψ (don-
de recordemos que ξ ≡ ∂t y ψ ≡ ∂φ son los vectores de
Killing que asinto´ticamente representan las traslaciones
temporales y las rotaciones), tambie´n se puede obtener
ΩH exigiendo que χ tenga norma nula en el horizonte.
El estudio de los campos de los Killing nos podr´ıan ha-
ber servido tambie´n para calcular la temperatura del AN,





donde la gravedad superficial κ viene definida a partir de:
∇µχν χµ = κχν . (26)
Se ve que κ es la misma en todo el horizonte, por lo que
Tκ = TE tambie´n lo sera´ [31].
Obtenida la temperatura, consideramos ahora la ac-









| g | (R0 + f(R0)− FµνFµν) ,
(27)
9siendo Y la regio´n sobre la que se integra. Tal como se
describe en [17], uno ha de calcular la diferencia entre las
acciones de la me´trica del AN y del espacio de curvatura
R0 identificadas con el mismo periodo en tiempo imagi-
nario. Dado que la me´trica es estacionaria, la integracio´n
sobre el tiempo simplemente da lugar al factor multipli-
cativo β. Por otro lado, teniendo en cuenta que se han
de cumplir las ecuaciones de Maxwell ∇νFµν = 0, pode-
mos escribir el tercer te´rmino del integrando como una
divergencia: FµνF









Fµν Aµ dΣν , (28)
donde ∂Y = S1 × S2 representa la frontera de la regio´n
considerada, S2 es una 2-esfera de radio que se lleva al
infinito al integrar, y ∆V es la diferencia de volu´menes
espaciales entre ambas soluciones de AN y de espacio de
curvatura R0. Haciendo los ca´lculos se llega a:
∆SE =
























donde Φe es el potencial ele´ctrico medido en el infinito
con respecto del horizonte:
Φe = Aµχ





y Q es la carga ele´ctrica f´ısica del AN, que se obtiene
calculando el flujo del tensor electromagne´tico sobre una
superficie llevada al infinito, tenie´ndose que Q = q /Ξ.
Recordemos que para realizar estos ca´lculos se han de
utilizar el potencial vector y el tensor electromagne´tico
dados en (13). Un ana´lisis de la accio´n (29) revela que esta
se vuelve singular para h = 0, lo que cabr´ıa esperar debi-
do a que los AN extremales, con TE = 0, hacen divergir
al factor β, pero como los potenciales termodina´micos se
obtienen dividiendo la accio´n entre dicho factor β, e´stos
estan bien definidos para TE = 0. Tambie´n se ve que la
accio´n diverge en el l´ımite en el que a2 = −12/R0, que
implica Ξ = 0. Este caso –que adema´s har´ıa a la me´trica
(11) singular–, se estudia extensamente en [32], e impli-
car´ıa que el universo 3-dimensional rota con la velocidad










que, como veremos a continuacio´n, es requisito necesario
para obtener un a´rea y una entrop´ıa del AN positivas.
De la ecuacio´n (29) se puede obtener inmediatamente
la energ´ıa libre de Helmholtz F , teniendo en cuenta que




+ ΩH J, (32)
donde el te´rmino ΩH J proviene de la transformacio´n de
Legendre necesaria para fijar el momento angular, siendo
J el momento angular del AN, y ΩH la velocidad angular
del horizonte de la expresio´n (24). Para calcular J hemos
de calcular primero la masa f´ısica asociada al AN, que






(1 + f ′(R0)) , (33)







(1 + f ′(R0)) , (34)
donde hemos hecho uso en M de la ecuacio´n (8) para
sustituir 2 (R0 + f(R0)) /R0 → 1 + f ′(R0). Recuperando
Q2 = q2 / (1 + f ′(R0)), y empleando la ecuacio´n (16)
para despejar M en funcio´n de rext, se obtiene:
F = (1 + f ′(R0))
[







Analizando el numerador de F , y teniendo en cuenta que
una masa positiva requiere 1 + f ′(R0) > 0, se ve que se
tendra´ F > 0 para valores del radio del horizonte menores
a un r l´ımiteext (al que asociamos una M
l´ımite por medio de
(16)) y F < 0 para valores mayores a e´l.
Usando las relaciones termodina´micas pertinentes [33],
podemos calcular la entrop´ıa S del AN a partir de la
relacio´n:
S = β (M− ΩH J)−∆SE = (1 + f ′(R0)) AH
4
, (36)
con AH el a´rea del horizonte exterior, que podemos ob-
tener a partir de la me´trica (11) tomando r = rext = cte
10
y t = cte, obtenie´ndose:
AH ≡
∫ ∫ √





Se ve pues que una entrop´ıa positiva exige 1+f ′(R0) > 0,
tal como hab´ıamos supuesto antes.
Si por ejemplo queremos recuperar la RG con cons-
tante cosmolo´gica, debemos hacer f(R0) = −2Λ, y por
lo tanto se tendra´ que S = AH / 4, recupera´ndose as´ı el
conocido resultado de Bekenstein [34]. Obtenidas la tem-
peratura T y la entrop´ıa S del AN, podemos pasar a
estudiar su capacidad calor´ıfica, que, para una curvatu-








(1 + f ′(R0)) 2pi r2ext (a
2 + r2ext)
[
a2 (12 + r2extR0) + 3 (4Q
2 − 4 r2ext + r4extR0)
]
Ξ
[−36Q2 r2ext + a4 (−12 + r2extR0) + 3 r4ext (4 + r2extR0)− 4a2 (3Q2 + 12 r2ext − 2 r4extR0)]
(38)
Habiendo aceptado (31), es interesante ver para que´ va-
lores de R0, a, Q y M el denominador de la capacidad
calor´ıfica se anula, indicativo de que e´sta pasa a trave´s de
una discontinuidad infinita, caracter´ıstica de una transi-
cio´n de fase. Podemos distinguir entre dos tipos de AN en
funcio´n de los valores de los para´metros a, Q y M , y de
la curvatura escalar R0: i) AN “ra´pido” sin transiciones
de fase y con C > 0 siempre. ii) AN “lento” para el cual










ext) = 0, (39)
donde rIext < r
II
ext, teniendose para r
I
ext un ma´ximo local
de la temperatura Tmax, y para r
II
ext, un mı´nimo local
Tmin. Se observa tambie´n que en estos AN con transicio-
nes de fase, la capacidad calor´ıfica es positiva (C > 0)
para rext < r
I
ext y rext > r
II
ext , y negativa (C < 0) para
rIext < rext < r
II




ext les asociamos unos
para´metros de masa M I, M II por medio de (16)).
En la Figura 4 se ve gra´ficamente el comportamiendo
de la temperatura T , la energ´ıa libre F y la capacidad
calor´ıfica C de un AN en funcio´n del para´metro de masa
M y para ciertos valores dados de a, Q y curvatura esca-
lar R0, que vendra´ dada por el modelo f(R) considerado.
Tambie´n se puede ver esquema´ticamente para que´ valores
de los para´metros a y Q se dan AN “lentos” o “ra´pidos”
para un valor dado de la curvatura escalar R0.
A diferencia de los AN de tipo Schwarzschild-AdS [17],
los AN de tipo Kerr-Newman-AdS presentan configura-
cio´n de AN para cualquier valor de la temperatura T , por
lo que la estabilidad de cada AN vendra´ dada por los valo-
res que tomen la capacidad calor´ıfica C y la energ´ıa libre
F en funcio´n de los para´metros a, Q, M y la curvatura
escalar R0 que definen dicha solucio´n de AN. Ahora bien,
dados unos valores de a, Q y R0, se necesita un para´me-
tro de masa mı´nimo Mmin (dado por T = 0) a partir
del cual se tiene configuracio´n de AN, por lo que el u´nico
equilibrio posible hasta alcanzar dicha masa mı´nima es
el de radiacio´n sin AN. A partir de ah´ı, hemos de distin-
guir de nuevo entre los AN “ra´pidos” y los “lentos”. Los
AN “ra´pidos”, con valores de esp´ın y carga ele´ctrica ma´s
elevados que los “lentos”, presentan una capacidad ca-
lor´ıfica siempre positiva y una energ´ıa libre positiva has-
ta una valor de M = M l´ımite, y negativa a partir de e´l.
As´ı pues, este AN sera´ inestable frente a desintegracio´n
por tunneling en radiacio´n para valores del para´metro de
masa M < M l´ımite. Para M > M l´ımite, la energ´ıa libre
del AN es negativa, menor por lo tanto que la de la radia-
cio´n, que tendera´ a colapsar a la configuracio´n de AN en
equilibrio con radiacio´n te´rmica. Los AN “lentos” presen-
tan una termodina´mica ma´s compleja, habiendo que dis-
tinguir entre cuatro zonas delimitadas por los valores del
para´metro de masa Mmin < M I < M II < M l´ımite. Para
Mmin < M < M I y para M II < M < M l´ımite, se tiene
una capacidad calor´ıfica positiva y una energ´ıa libre po-
sitiva, lo que da lugar a un AN inestable frente a desinte-
gracio´n por tunneling en radiacio´n. Para M I < M < M II,
el AN presenta una capacidad calor´ıfica negativa y una
energ´ıa libre positiva, por lo que este tendera´ o bien a de-
sintegrarse por radiacio´n Hawking, o bien a un valor ma´s
elevado del para´metro M . Por u´ltimo, para M > M l´ımite,
la capacidad calor´ıfica es positiva, pero la energ´ıa libre
es negativa, tenie´ndose por lo tanto que la radiacio´n ten-
dera´ a colapsar a la solucio´n de AN en equilibrio con
radiacio´n te´rmica.
V. EJEMPLOS PARTICULARES
En esta seccio´n vamos a considerar ciertos modelos de
teor´ıas f(R) para as´ı poder ver en que´ rango de las varia-
bles que definen cada modelo podemos encontrar AN de
Kerr-Newman bien definidos (es decir, AN no extremales
con su estructura de horizontes completa). Por sencillez,
introducimos las variables adimensionales r → r /M ,
a → a /M , Q → Q/M y R0 → R0M2. En la Figura
5 se muestran, para cada modelo y en aquellas regiones
en las que se de R0 < 0, las distintas configuraciones ter-
modina´micas posibles en funcio´n de los para´metros que
definan dicho modelo.
Modelo I: f(R) = α|R|β
Este modelo, con α > 0, puede conducir a la expansio´n
acelerada del Universo debido a la presencia del te´rmino
αR2. Este modelo es tambie´n consistente con las aniso-



























































Figura 4: Con R0 = −0,2, se representan arriba a la izquierda la temperatura, arriba a la derecha la capacidad calor´ıfica, y abajo a la
izquierda la energ´ıa libre del AN en funcio´n del para´metro de masa M para los casos: I) a = 0,5 y Q = 0 : AN “lento” que presenta
una temperatura local ma´xima Tmax y una temperatura local mı´nima Tmin alla´ donde se dan las divergencias en la capacidad calor´ıfica,
que toma valores negativos entre Tmax y Tmin. II) a ≈ 0,965 y Q = 0 : caso l´ımite en el que Tmax y Tmin coinciden, dando lugar a un
punto de inflexio´n en la temperatura y a una capacidad calor´ıfica siempre positiva. III) a = 1,5 y Q = 0 : AN “ra´pido” con temperatura
mono´tonamente creciente con M , de capacidad calor´ıfica siempre positiva. Se ve que todos los casos pasan a tener F < 0 a partir de cierto
valor de M , dado por r l´ımiteext . Los valores de M
min, con T = 0, corresponden a AN extremales, que tienen adema´s una capacidad calor´ıfica
C = 0. Abajo a la derecha, y tambie´n para R0 = −0,2 se muestran las regiones para las que se tienen AN con dos transiciones de fase
(“lentos”), o sin ellas (“ra´pidos”).
ser pues una alternativa viable a los modelos inflacio-
narios de campos escalares [35]. Sustituyendo en (8), se







donde R+0 da lugar a una curvatura positiva, y R
−
0 a
una curvatura negativa. La condicion 1 + f ′(R±0 ) > 0,
limita el rango de para´metros que definen este modelo
f(R) a distintas regiones en funcio´n de si tomamos R+0 o
R−0 ; para R
+
0 la Regio´n 1 {α > 0, β > 2} y la Regio´n 2
{α < 0, β < 1}, y para R−0 la Regio´n 3 {α < 0, β > 2} y
la Regio´n 4 {α > 0, β < 1}.






La curvatura escalar que se obtiene de este modelo, in-




Ahora bien, la condicion 1+f ′(R0) > 0 limita la teor´ıa
f(R) a distintas regiones en funcio´n del signo que elija-
mos para el primer te´rmino del modelo. Si es positivo,
esta se restringe a la Regio´n 1 {α > 2, β > 0} y a la Re-
gio´n 2 {α < 2, β < 0}, para las cuales la curvatura es-
calar R0 toma valores positivos. Si lo tomamos negati-
vo obtenemos la Regio´n 3 {α > 2, β < 0} y la Regio´n 4
{α < 2, β > 0}, en la cual R0 toma valores negativos.
Modelo III: f(R) = R (Log(αR))β −R





En este caso la condicio´n 1+f ′(R0) > 0 obliga a trabajar
en el rango de para´metros determinado por la Regio´n 1
{α ∈ R, β > 0}, donde R0 toma valores positivos para
α > 0 y negativos para α < 0.























Modelo I, Región 3













Modelo I, Región 4















Modelo II, Región 3












Modelo II, Región 4













Modelo III, Región 1















Modelo IV, Región 2
Figura 5: Regiones termodina´micas de los modelos I, II, III y IV, con solucio´n de curvatura escalar negativa R0 < 0. Por simplicidad se
estudia un AN con unos para´metros dados: M = 1, a = 0,4 y Q = 0,2. Se distinguen 3 regiones diferentes: i) C < 0 y F > 0, en negro. ii)
C > 0 y F < 0, en gris. iii) C > 0 y F < 0, en blanco.
Este modelo ha sido propuesto en [36] como cosmolo´gi-
camente viable. Para el estudio que vamos a llevar a ca-
bo, consideramos n = 1, quedando pues una teor´ıa bipa-
rame´trica, pues podemos definir γ = β/α. Sustituyendo










Como ha de darse 1+f ′(R0) > 0, κ queda restringido a
valores de κ > 1. Por otro lado, calculando 1+f ′(R±0 ), se
ve que la solucio´n R+0 u´nicamente cumple las condiciones
de viabilidad del modelo para valores de los para´metros
κ y γ dentro de la Regio´n 1: {κ > 1, γ > 0}, y R−0 u´nica-
mente dentro la Regio´n 2: {κ > 1, γ < 0}, tomando R+0
valores positivos y R−0 valores negativos en sus respectivas
regiones.
VI. CONCLUSIONES
En este trabajo, partiendo de las ecuaciones de campo
en formalismo me´trico que se derivan de una teor´ıa f(R),
hemos obtenido la me´trica solucio´n de curvatura constan-
te de un objeto masivo, cargado y rotante, que difiere de
la obtenida por Carter [25] en un factor multiplicativo
para la carga ele´ctrica, masa, esp´ın y una redefinicio´n
de la curvatura constante de vac´ıo. Analiza´ndola, hemos
descrito los distintos objetos astrof´ısicos a los que podr´ıa
dar lugar: AN, AN extremales, AN extremales margina-
les, singularidades desnudas y singularidades desnudas
marginales. Centra´ndonos en los AN y en su estructura
de horizontes, hemos visto que estos so´lamente pueden
darse por debajo de un cierto valor del esp´ın amax, y que
a partir de cierto valor positivo de la curvatura, solo por
encima de un valor mı´nimo amin, por lo que un AN en
un universo de tipo dS con una curvatura superior a una
Rmin0 , debe estar rotando. Tambie´n hemos estudiado la
termodina´mica de los AN de tipo AdS (solucio´n de cur-
vatura escalar negativa), empleando para ello el me´todo
de la accio´n euclidiana. Se comprueba que magnitudes
como la energ´ıa y la entrop´ıa de los AN difieren de las
predichas por la RG en la localizacio´n del radio del ho-
rizonte dependiendo de los para´metros del modelo y en
un factor multiplicativo 1+f ′(R0), que sera´ diferente pa-
ra cada modelo de teor´ıa f(R), y que debe ser positivo
para asegurar una masa y una entrop´ıa positivas para
este tipo de AN-AdS. Por otro lado, observando el com-
portamiento de la capacidad calor´ıfica del AN en funcio´n
de los para´metros que definen el modelo, vemos que se
debe distinguir entre dos tipos de AN: “ra´pidos” y “len-
tos”, presentando e´stos u´ltimos dos transiciones de fase.
Analizamos tambie´n la estabilidad de las distintas confi-
guraciones en funcio´n de los valores de la energ´ıa libre y
la capacidad calor´ıfica, observando que cualitativamen-
te la situacio´n es la misma que la descrita por los AN
de Kerr-Newman-AdS. Por u´ltimo, hemos considerado
varios modelos de teor´ıas f(R) para as´ı poder analizar
gra´ficamente los resultados obtenidos anteriormente.
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